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Avant-propos — Quelques mots sur
le LBE
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Objets d’étude et compétences du LBE

» Deux échelles d’étude

Ecosystemes o _, Bioprocedes
» Approche interdisciplinaire
Génie Génie des , _ o
Procédés Mathématiques appliquées,

Microbiologique

Ecologie \
Microbienne \

Microbiologie
Moléculaire ‘

Modélisation

¢

Ingénierie

’ de Projets
h Transfert

Technologique
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Le traitement des eaux et des déchets

Hier et aujourd’hui

Aerauori Perte d
Traitement aérobie (100 kwh) erte de

Influent

100 kgpeo

Influent
100 kgpco

INRAZ

Ecole CIMPA "Vert numérique"
23/09/2022 /). Harmand

chaleur

s . Effluent
aerobie 2-10 Kgoeq
\_
Boues, 30-60 kg
Biogaz 40-45 m3
(70% CH,) 285 kWh
(

Effluent

anaérobie 10-20 Ko

\_

Boues, 5kg
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La méthanisation ou digestion anaérobie

Hier et aujourd’hui 3
Electricité

> CH, & chaleur

Produits
epureés

Digestat: sous produit
épandu, composte ou traite

tz\
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Pas d’a priori concernant la modélisation

» Modélisation (mise en équations) statique/dynamique,
déterministe et/ou stochastique, informatique...
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Perspective(s) historiqgue(s) — les
modeles déterministes
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Introduction

La notion de modele est ancienne et remonte probablement bien avant Fibonacci (1170 -
1245). S’en est suivi a partir du XVIlleme siecle, de tres nombreux travaux notamment avec
Euler (1707 — 1783) ou encore Gause au début du XXéme (ouverture du champ de
I’écologie mathématique).

Ce qui précede sont des « trivialités d’historien » qui tournent autour du systeme de Lotka-
Volterra. Dans le domaine scientifique, 3 faits — autour desquels notre cours va plus ou
moins graviter - nous permettent de revisiter ces travaux :

 Découverte de phénomenes « étranges », solutions de systemes d’équations
différentielles « pourtant simples » (années 70)

* Remise en cause du modele théorique dominant de ressource-dépendance dans la
modélisation de la relation proie-prédateur (années 80)

 Avenement des ordinateurs accessibles a tous permettant de simuler les systemes
dynamiques
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Introduction

L'un des objectifs — atteignable — de ce cours est d’appréhender ce que l'on peut
apprendre de la simulation et des mathématiques : celui qui n’a pas programmé un
modele réaliste de bioprocédé ne peut pas le comprendre!

Mais qu’est-ce qu‘un modele [de processus biologique(s)]?

Dans le cadre de ce cours, un modele est une entité mathématique permettant
« d’appréhender » un processus biologique réalisé par un écosysteme microbien ou un
procédé biotechnologique (mise en ceuvre de cet écosysteme dans un environnement
controblé)
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Les bioprocédes et I'arbre du vivant
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Mais qu'est-ce qu'un réacteur biologique
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Bioprocédés vs ecosystemes
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L'arbre du vivant

Eucarya

You are here, with your cat,
your dog and your red fish...

Crenarchaeota

Euryarchaeota
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Impact du procede

Performance of AD processes is related to the treated waste(water) and process design

Organic loading rate

(kgcon/m?.))
A
70 T . Min [ |
60 4 O max
50 1
40 1
30 +
20 T
107 I Technology
0 J_| >
$ » $“ > >
INRA Transfert
4 Environnement
Romain Cresson - Biomasse énergie - 2011
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Nos objectifs

Comprendre

Comment les microorganismes se multiplient?

Role/genese de la diversité

Quelles interactions entre les entités vivantes, quelle structure de ces
interactions?

Concevoir/agir/optimiser

Quelles capacités des écosystemes pour les besoins anthropiques?
Quel procédé pour quel objectif de production/transformation?
Quels moyens d'action : entrées, procédés ou écosystemes?
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La modélisation bilan-matiere des
réacteurs biologiques
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Rappels

Qu’est-ce qu’une équation différentielle?

* Notée x(t) =f(x(t))

» C’est une équation qui, étant donné x(0), a comme solution une courbe et non
un nombre

* Qui dit équation dit « existence et unicité des solutions »

* Dans les systemes physiques, il est courant que l'on ait des « entrées » dans les
systémes, généralement notés « U ». On note alors x(t) = f(x(t), u(t))
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Rappels

Perturbations w(?)

Entrées de controle Sorties d'intérét

Mesurées

Ou non
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Du procédé a la formalisation

anz

Qu'est-ce que la biomasse?
Qu'est-ce qu'une espece?

INRAZ

Ecole CIMPA "Vert numérique"
23/09/2022 /). Harmand



Modélisation des réacteurs biologiqgues

Processus

INRAZ

La croissance d’'une biomasse sur un substrat

kS - X

Etats

Croissance p=pu()X
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Modélisation des réacteurs biologigues
| N
. In
i

Processus ____ Tau

Croissance p=pu()X

Si la somme de chaque ligne est nulle, le modele « boucle »!!!
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Modélisation des réacteurs biologiques

La mortalité avec recyclage de matiere organique et production d’un
produit

K,S —> X +Kk,P
X — K,S
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Modélisation des réacteurs biologigues

Etats
Processus Croissance p1=u(X Taux
Mortalité s -1 p, = mX
INRAZ
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Modélisation des réacteurs biologiqgues

(dX
T (4(S)~D)X —mX
ds
g —k u(S)X +(S,, —S)D + k,mX
ds
pr k,1(S)X —PD
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Modélisation des réacteurs biologiques

La mortalité avec recyclage de matiere organique, production de
produit, d’'un inerte
et hydrolyse

Po
Ko Xy =S
P1
k,S— X, +k,P

P2
X, >k, X, +K,|
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Modélisation des réacteurs biologigues

Hydrolyse —ky
Croissance —k, 1 K, P, = u(S)X
Mortalité s -1 K, P, =mX
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Questions d’unités

ATTENTION
On écrit des équations de physique!!!
Les parameétres/variables doivent étre homogénes!!!
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Formalisation (1,30h)

Qin

Qout
= S, X
d (SV) ="masse de S entrante"-"masse de S soutiree"...
...+ "production"-"consommation"
INRAZ
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Réacteurs biologiques

Le cas général

: (C?tV) SinQin = SQuu — L)VX
d (XV) Z,LI( )VX _anx
dt
dv
W an _Qout
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Modélisation des réacteurs biologiqgues

Ou:

(d(SV '

d( ) :Sd_v+vd_S:SinQin_SQout_MVX
dt dt dt
d(XV) _dv , dX
=X —+V —= VX =-Q,, X

X gt at + at ,u( ) an
dv

ka Qm _Qout
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Modélisation des réacteurs biologiqgues

D’ou :
dS - ( )
dt (an Qout ) + Sanm SQout __'Y VX
Vv C;_T =—-X (Qin _Qout)+:u( ' )VX —QinX
¥ -q,-q.
INRAZ
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Modélisation des réacteurs biologiqgues

Et finalement :

d_S:_SQin+Qin Sm_lu_)x
dt V V Y
dX Q.

=X gy (-)X

| dt v e

dv

\E Qin_Qout
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Modélisation des réacteurs biologiqgues

En mode de fonctionnement continu

V est constant Qin = Qout =Q

(C'est précisément le cas du chémostat)

9 _5.Q sQ 4Ny (5 g)p-#L)y
Jdt ="V vy Y
()X =T x =(u()-D)X
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23/09/2022 /). Harmand



Quelques propriétés

ds
Modeéle "minimal" dt D(Sin — 5) — p(s)z
s(0) et x(0)>0 dx

= = ()~ D)a

Existence d'invariants : axe horizontal et la droite x+s=Sin (propriété de
conservation de la matiere), qui est attractive.

On peut intégrer explicitement :

dz
E - D(Sln N z) — Z(IL) = St'n + ((S(U) —I—LI.'(U'}} — Seg )E_Dt
z(0) = s(0)+z(0)

On voit qu’aprés un transitoire on a :

s(t) +x(t) = S;

INRAZ
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Quelques propriéetes

— Les solutions sont bornées. Cela découle immédiarement de ce que t — z(t) est
une fonction bornée, que s + & = z et que s et & sont positifs ou nuls.

— Les équilibres. Les équilibres de (2.1) sont les solutions de :
0 = D(Sip—s)—p(s)x

(2.7)
0 = (u(s)—D)x

Iy a toujours la solution (S;,,0) dite solution de "lessivage" (voir § 2.2.3 pour des
explications sur le terme “‘lessivage™). Les autres solutions sont :

(5% ")

*

ol s* est une valeur de s telle que p(s*) = D et a™ = Si, — s™.
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Quelques propriéetes

L’équilibre avec biomasse.

Lorsque D < imaz nous notons A(D) 'unique s tel que p1(s) = D (il est unique
puisque s — ju(s) est strictement croissante) sinon, nous notons A(D) = +oc. Si
s < A(D) la vitesse de croissance de = :

f.;f
— = (u(s) = D)z

est strictement négative, alors que si s > A(D) la la vitesse de croissance est stricte-
ment positive. D’ou la définition :

DEFINITION 2.1.— La quantité A\(D) s appelle le seuil de croissance.

INRAZ
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Quid de u(-)?

X = (u()-D)X
S = (Sin—S)D - "‘EEJ)JX’

Quatre grandes classes de fonctions :

Substrat-dépendance — limitation
Substrat-dépendance — Inhibition
Densité-dépendance

Autre (p.e. inhibition par le produit)...



Substrat-dépendance (limitation)

)
: . ¥ D —
La plus connue, la fonction de Monod : Hmazx S+ Ks

« On dit » gu’elle vient de Michaelis-Menten (enzymologie). Cf. par exemple Wikipedia...

0.04 -

o fimaz = 0.045 (T71)

° I’LFS = 10 (_:III/L) 2
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Substrat-dépendance (limitation)

S
lymar o - -
Hmaz g R g

0.05

P’*mar

0.04 -

e Croissanteen S

0.03
;_j_'. f"‘!'mﬁ-ﬁ.,“

e T

. (Kg) = 2
2
. lim = Hmax i
S—o0
0 l 1 1 1 1
0 20 40 S 60 80 100
KS
INRAZ
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Substrat-dépendance (limitation)

Ks=1 (bonne « affinité » au substrat)

5|
L —
:tma:c 5- _|_ 115
0 EIG 4I0 o 6I0 8I0 100
Ks=100
(« mauvaise » affinité au
NRAG substrat)

Ecole CIMPA "Vert numérique"
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Que peuvent les mathématiques?

p(s*) =D

0 1 I I I I
0 20 40 60 80 100
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Que peuvent les mathéematiques?

Cinétiques de type Monod : au plus 2 points d'équilibre
* Lessivage (Sin, 0) — existe toujours _
* Le point d'équilibre "fonctionnel" (s*,Sin-s*) — existe si D < j1(Sin )

INRAZ
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Substrat-dependance (limitation/inhibition)

S

i . o -
La plus connue, la fonction de Haldane : S+ Ko+ E_EI

0.02

Croissante, atteint un
maximum puis
décroissante en S

0.015 |

o = 0.045 (T—1)

= 0.01

Ks =10 (M/L)

K; =10 (M/L)

1 1
0 20 40 60 80 100
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Substrat-dependance (limitation/inhibition)

S
° P:D ~ - g2 . e .
S+ Kg+ X K,=1000 (inhibition faible)
. max 1(S) # po
ol K,=100 (inhibition modérée)
. S/ mgx,u(S') =V KsK;
) S =0.02
e lim pp——7——=5 =0 |
S—oo S+ Kg+ e K,;=1O (inhibition modérée a forte)
i o S _ ., S 0.01 F /
“ e K+ 2 TS K
0 2I 4I I I 1
K,=1 (forte inhibition) ° N ’ \s ” ” ”
V10 %10 = 10 v 10 % 100 ~ 33.33
INRAZ
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Que peuvent les mathématiques?

u p(s*) =D

0.04

0.03F

4(Sin)
D s,

s002F

/u(sin)"

0.01 [ f |

0 : ' — ' :
0o 20 140 60 80 100

Sp(@) s, (D) s,
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Que peuvent les mathéematiques?

Cinétiques de type Haldane : au plus 3 points d'équilibre
* Lessivage (Sin, 0) — existe toujours
* Le point d'équilibre positif #1 (4,(D),S;,-4,(D)) - existe si 4,(D)<S;,
* Le point d'équilibre positif #2 (1,(D),S;,-1,(D)) - existe si 4,(D)<S;,
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Que peuvent les mathématiques?

Définitions : Le point d’équilibre ¥ du systeme dynamique i = f(x) est dit :

e stable si pour tout voisinage U’ de 7 il existe un autre voisinage U” de T tel que pour tout xg dans
U", la solution du systeme dynamique i = f(z), #(0) = xp est définie et appartient a U’ pour tout
temps (cf. la figure);

e asymptotiqguement stable sil est stable et s'il existe un voisinage U’ de T tel que pour tout x dans U’
la solution du systeme dynamique @ = f(x) tend vers T lorsque t tend vers I'infini (cette propriété
définit un point "attractit”) (cf. la figure);

o globalement asymptotiguement stable si pour toute condition initiale xp, la solution de @ = f(x),
2(0) = ¢ converge asymptotiquement vers T lorsque t tend vers l'infini;

e instable s’il n'est pas stable.

En d’autres termes, étre stable signifie que si la condition initiale n'est pas "tres éloignée” du point
d’équilibre, la trajectoire restera peu éloignée du point d’équilibre. Etre asymptotiquement stable, c¢’est
en outre garantir que la trajectoire va converger vers T lorsque 7 tend vers l'infini.
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Que peuvent les mathéematiques?

Formalisation mathématique pour les systemes dynamiques : les concepts

Points « stables » Points « attractif »
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Que peuvent les mathématiques?

Théoreme (Lyapunov) : Un point d’équilibre ¥ du systeme i = f(x) est asymptotiquement stable si
toutes les racines du polynome caractéristique de la matrice A = Jac(f(Z)) sont a partie réelle stricte-
ment négatives. Réciproquement, si au moins une valeur propre de A est a partie réelle strictement
positive, alors le systeme est instable.
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Que peuvent les mathéematiques?

Rappel de la procédure :

On calcule les équilibres
On linéarise autour de ces équilibres

On calcule les valeurs propres du systeme
* Siles valeurs propres sont a parties réelles négatives, le point d’équilibre est
[localement] stable
* Sinon, il est [localement] instable

Cette approche reste une déemarche « numérique »!
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Que peuvent les mathéematiques?

En fait, on peut rester « générigue »!

S =—u(S)X +(S,, —S)D

n

{X =(u(S)-D)X

D=D+u, X=X+X,S=S+X,

X = (%)= % =l %)X )~ (D +u)K+x)

S :%(S_-i‘xz): %, = (S + %, (X +%)+S,,(D+u)=(D+u)(S +x,)

INRAZ
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Que peuvent les mathéematiques?

X = ()= % =l X )~ (D +u K+ x)

\S' :%(S_+x2)= %, = =S + %, )X +x)+S,, (D +u)-(D +u)S +x,)
f(x+h)=f(x)+hf'(x)

1S + %, X +x) = (2(S )+ %,2(S ) X +x,)
)X+ 2(S I, + %,/ (3 )X + x,%,0/(5)
S)X + 1S x, + x,1/(5 )X %O
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Que peuvent les mathéematiques?

X = (% 2)=% =l %X 1)~ (D +u K +x)
S :%(S +%,)=% = —p(S +%, )X +%)+S,, (D +u)-(D +u)S +x,)

_,U(S_ X XK + Xl): —(,u S_)"' leu'(S_) X + Xl)
=~ )X = (S =%,/ (S )X
S, (D+u)=5,D +S,u

—(5+u)(8_+x2):—58_—5x2 —uS —ux,
~-DS - Dx, —uS

X, ~ —u(S )X = (S Jx, — %,1/(§ )X +S,,D +S;,u—DS —Dx, —uS

:_ﬂ(s_)xl—(y (S)X +D)x2+(Sm—S_)u
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Que peuvent les mathématiques?

D’ou :
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Que peuvent les mathématiques?

Stabilité du point {0,5;,}
Dans ce cas, on a :
~ [u(Sin) =D 0

A= p(Sin) D

Y
Si Ay et Ay sont les valeurs propres de A, on en déduit :

Q = pu(Sin)—2D

A = —D(u(Si) - D)

ot Q= tr(A) = 3 A et A = det(A) = [ s

Dot on tire Ay = —D et Ay = u(S;,) — D.

On en déduit que :

e Si(Si,) — D >0, le point d’équilibre {0. S;,} est asymptotiquement instable.

e Siyu(Sin) — D < 0 alors le point d’équilibre {0, S;,} est asymptotiquement stable.
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Que peuvent les mathématiques?

0.04 -

Lessivage instable H(Sin)
D

0.03 -

=

Lessivage stable  4(S;) °*

0.01 |
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Que peuvent les mathématiques?

Remarque Dans le cas ou pu(.) n’est pas monotone, pour S;, grand (ou tout simplement pour tout
D > maz(p(.))) il se peut que u(S;,) — D < 0. On trouve la I'argument essentiel qui justifie la mise
au point d’algorithmes de commande pour les bioprocédés : lorsque la cinétique n’est pas monotone, le point
d’équilibre {0, S;,} correspondant au lessivage est stable.

004 I I I I

Lessivage instable

D
Lessivage stable _ -

0.01

0 20 - 40 60 g0 100

INRAG S S

n Ea n In in
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Que peuvent les mathématiques?

Stabilité du point {X,S}|¢
Soient 0.X = X — X et 65 = S — 5. En utilisant le développement de Taylor au premier ordre autour de
T, on obtient facilement :

0 i (S)X
A p— o r ] Ta
wl s poLs —
K8 KO _p
avec 1(S) =D, p'(S) = B%Egs)
Si A1 et Ay sont les valeurs propres de A, on en déduit :
e
QO Nz {SF)X H
}/
A B;L’{?)X
}/
ot Q= tr(A) = 3 A et A = det(A) = [ \i.
i=1 i=1
INRAZ
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Que peuvent les mathéematiques?

Take home messages

e Monod

Lessivage

Sin A(D) < Sin A(D) = Sin A(D) > Sin

Gin)

Fo Instable Stable LES
Er LES N’existe pas | N existe pas
Equilibre avec biomasse positive
(O: 0) S’én
INRAZ
Ecole CIMPA "Vert numérique" o} A1

23/09/2022 /J. Harmand



Que peuvent les mathéematiques?

Take home messages

e Haldane

Lessivage

H ( Sm )

S-z’-n. S-i.-n, < /\(D) /\(D) < S-i.-n) < /_\(D) X(D] < S:‘-n

Eo LES Instable LES S
I N cxiste pas LES LES N Bistabilité
JPM N existe pas N’existe pas Instable 5
2
Equilibire avec biomasse positive
: >
(Oj 0) S?’f’b S@_fn
INRAZ
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Que peuvent les mathématiques?

Figure 2.7. Portrait de phase de (2.21) : D = 1 a gauche; D = 0.6 a droite.
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Que peuvent les mathématiques?

-~ b
/

D / f

:!!I D 'IIII

T =1/ R —— S (0

i B 5) [ #(5)

P e

: T ,

—F"» 5* Sin

Figure 2.8. Portrait de phase de (2.21) : D = 0.5 a gauche ; D = 0.4 a droite.
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Liens avec le réel...
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Difficultés potentielles

In practice, the identifiability of the kinetic is far from being guaranteed !..
S

For example : [ = Yoy

p‘max

=3.5h%and K, =40 g/l |

Koo =1.4htand K =12 g/l

Substrate Concentration (g/l)

o
Y
Biomass Concentration (g/l)

Time (hours)

INRAZ
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Difficultés potentielles

3.0

Mmax = 3.5 h1and K =40g/l |

T /) S — //

1.5 /

_ e ..............................................
Hmax/2=0.7—— ! Mmax =1 4 h1and K.S =12 g/l

......................

‘ i Ks=40
0.0 ' | s |
0 20

40 60 80 100
Substrate (g/l)

Specific growth rate (1/h)
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Difficultés potentielles

e Measured growth rate (days™)

60 /
Cg‘ — /
-.(2 [ )
[
| . \
g 30 = —
: V4
| -
(o))
Q
=
(@]
@©
Q
w
5 10 15 20 25 30
Substrate (g/l)
first order (K=8, n=1) — half order (k=12.5, n=0.5)
—— Monod (M= 95, K.=4.5) — Inhibition (y,,,= 80, K.= 7, K=20)
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Difficultés potentielles

ARTICLE B1g_)\;_£c:H NOLOGY
BIOENGINEERING

Three-Reaction Model for the Anaerobic Digestion
of Microalgae

1 - . 2 — a . .
Francis Mairet,"? Olivier Bernard,! Elliot Cameron,’ Monique Ras, Laurent Lardon,*!

Jean-Philippe Steyer,"' Benoit Chachuat™’

'BIOCORE-INRIA, BP93, 06902 Sophia-Antipolis Cedex, France;
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Difficultés potentielles

0.15
\

pa(d1)

Applied Mathematical Modelling 61 (2018) 351-376

A A} \ \ A )
0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

Contents lists available at ScienceDirect

S3(9COD.L™1)

Applied Mathematical Modelling

Eb[\lR journal homepage: www.elsevier.com/locate/apm
Effect of control parameters on biogas production during the ™ |
anaerobic digestion of protein-rich substrates e

Zeyneb Khedim?*, Boumediéne Benyahia? Brahim Cherki? Tewfik Sari®,
Jéréme Harmand*©
2 Laboratoire d’Automatique de Tlemcen, Université de Tlemcen, BP 230, Tlemcen 13000, Algeria

YITAE Irstea, Montpellier SupAgro, Univ Montpellier, Montpellier, France
©LBE, Univ Montpellier, INRA, Narbonne 11100, France

INRAZ

Ecole CIMPA "Vert numérique" p. 70
23/09/2022 /). Harmand



Densité-dependance

S

La plus connue, la fonction de Contois : ,u,(S'_._ X)
Equivalent a un Monod en S/X!

— Hmar’ e X

* Croissante en S,
décroissante en X

e 110 =0.045 (T71)

. I‘fg =1 (—)
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Impact du procede
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Take-home messages

La démarche de modélisation est générique : un modele dépend de l'objectif pour
lequel il est développé!

Les mathématiques (ou la simulation) peuvent permettre d’analyser le modele et de
tirer de nombreuses informations « qualitatives » (recherche des équilibres et de leur
nature)

S’il s’agit juste de faire coller des simulation a des données, des outils de simulation tres
performants existent sur le marché (SUMO, West, GPSX, SIMBA...)
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Pour aller plus loin
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Pour aller plus loin en théorie du chémostat

COLLECTION GENIE DES PROCEDES

Série Chémostat et bioprocédés

* Les bioréacteurs
* La croissance d’une seule espece
’ . 7 e, e
Volume 1 e Lexclusion compétitive
* La compétition : le modele densité-dépendant

Le chemostat * Des modeles plus complexes

théorie mathéematique de

la culture continue de micro-organismes . Originalité . cinétiques génériques

Jérome Harmand, Claude Lobry
Alain Rapaport et Tewfik Sari
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Pour aller plus loin en écologie mathematique

CHEMICAL ENGINEERING SERIES
CHEMOSTAT AND BIOPROCESSES SET

. y | = 1}
L | - ;

Ot . | R
1 . - -
A\

i

3/
\

s

PN

M

——

Volume 2

The Consumer-Resource
Relationship

Mathematical Modeling

Claude Lobry

WILEY
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Ecole CIMPA "Vert numérique"
23/09/2022 /J. Harmand

Un peu de patience!
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Pour aller plus loin en identification paramétrique
des systemes biologiques

Automatique

des bioprocédés

Denis Dochain

&C\"‘\CS
C
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Quels enjeux pour lI'automatique des
bioprocédés ?

Modeles dynamiques de procédés
biochimiques

Propriétés des modeles

Identification de modeles de bioprocédés
Estimation d'état

Concepts de base de la commande des
bioprocédés

Commande optimale des bioréacteurs
Outils d'aide au diagnostic et détection de
pannes

P. 77



Pour aller plus loin en identification parametrique
des systemes biologiques

Dynamical Modelling
and Estimation in
Wastewater Treatment Processes

Denis Dochain and Peter A, Vanrolleghem

* Modélisation des systemes de traitement des

eaux

—{vs

il él 0

0o 0 0
m\ o Xun N
o REZOYN |
] L3 X
o
o5
o
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ey
[

Ecole CIMPA "Vert numérique" p.78

23/09/2022 /). Harmand



Merci pour votre attention!
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