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Objectif du cours

• L’objectif de ce cours est de vous donner une idée de l’intérêt
mathématique dans le domaine de la valorisation energétique des
déchets.

• Domaine au cœur de l’actualité en raison des problèmes
environnementaux qu’il engendre mais aussi en réponse aux énormes
problèmes énergétiques que nous connaissons actuellement aggravés
par la guerre en Ukraine.
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Gestion des déchets, pourquoi?

• La croissance démographique, le développement économique et
l’urbanisation impliquent une quantité croissante de déchets générés
par les activités industrielles et la course à la consommation des
ménages.

• La banque mondiale prévoit qu’en 2050, le monde atteindra 3,4
milliards de tonnes de déchets générés annuellement, ce qui
représenterait presque 170% de ce qui a été généré en 2016. [10]

• Les pays développés revoient leurs politiques de gestion des déchets
et les pays en développement cherchent des solutions.

• Dans les pays en développement, la concentration de matière
organique dans les déchets menagers est très élevée ((60− 80%) et
la digestion anaérobie est le procédé le plus approprié.
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La valorisation énergétique des déchets, pourquoi?

La valorisation énergétique des déchets permettrait
• d’intégrer une économie circulaire
• d’avoir une alternative aux énergies fossiles
• de contribuer à la prévention du risque climatique.
• de contribuer au développement des énergies renouvelables.
• de réduire la facture énergétique (d’environ 4,2 milliards de dollars

US).
• de protéger l’environnement.
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Un modèle bio-economique

Objectif
• Construire un modèle décrivant le problème d’un investisseur

potentiel dans le secteur de la valorisation énergétique des déchets,
qui cherche à maximiser le profit net généré par la vente de l’énergie
produite.

• Convaincre l’investisseur de la rentabilité de son investissement
potentiel.

[1] O. Cherkaoui-Dekkaki; N. El Khattabi; N. Raissi. Bioeconomic
modeling of household waste recovery. Math Meth Appl Sci. 2021.
1-15. DOI: 10.1002/mma.7787
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Schema du process
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Description du modèle

Description du modèle
Ẋ (t) = ω − (β + q)X (t)

Ė (t) = qX (t)K (t)− αE (t)

K̇ (t) = I − γK (t)

(1)

Variables et paramètres positifs:
• X (t) : Quantité cumulée de déchets au temps t.
• E (t) : Quantité cumulée d’énergie produite jusqu’au temps t.
• K (t) : Capital dédié à l’activité au temps t.
• ω ≥ 0 : Flux de déchets entrant dans la décharge supposé constant .
• β > 0 : Coefficient de biodégradation.
• α > 0 : Taux de dépréciation de l’énergie.
• 0 ≤ q ≤ 1 : Ratio de déchets valorisés.
• I ≥ 0 : Investissement lié à l’activité.
• γ > 0 : Taux de dépréciation du capital.
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Description du modèle

Description:
Le capital (K ), correspond aux installations et usines disponibles à la
décharge. Son évolution suit le modèle néoclassique de Ramsey,
c’est-à-dire que le capital évolue avec l’investissement (I ) et se déprécie à
un taux donné γ, [3].
La fonction de production Cobb-Douglas classique qX (t)K (t) contrôle
l’évolution de l’énergie produite (E ) qui est également soumise à un
processus de dépréciation à un taux donné α .
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Analyse dynamique

Analyse dynamique

Proposition 1

A partir de toute condition initiale non négative (X0,E0,K0), le système
1 a une solution unique (X (t),E (t),K (t)) qui est non négative, et
bornée. De plus, l’équilibre (X ∗,E∗,K∗) donné par,

X ∗ =
ω

β + q
, ;E∗ = q

ω

β + q

I

αγ
, et K∗ =

I

γ
,

est globalement asymptotiquement stable.
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Analyse dynamique

Impact des paramètres q et i

q = 0.3; i = 0.3.

q = 0.3; i = 0.7.

q = 0.7; i = 0.3.

q = 0.7; i = 0.7.
β = 0.25, ω = 1, α = 0.1, γ = 0.03.
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Analyse dynamique

Interpretation
• La convergence des trajectoires vers l’équilibre est rapide, malgré les

différentes valeurs des paramètres q et I .
• La courbe énergétique confirme la forte dépendance de l’énergie de

production par rapport au niveau d’investissement.
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Le problème de contrôle optimal

Revenu total net

• T > 0 horizon fini correspondant à la période d’activité.
• E (t) supposé être vendu à un prix unitaire constant donné p.
• coût unitaire de production constant c et coût d’investissement

quadratique.
• δ taux d’actualisation.

Le revenu total net généré le long de l’activité s’écrit comme suit :

J(u) :=

∫ T

0
e−δtL(ξ(t), u(t))dt, (2)

où
L(ξ, u) = pE − cqx − I (c1 + c2I )

ξ(t) = (x(t),E (t),K (t)), u(t) = (q(t), I (t)), ∀t ∈ [0,T ]
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Le problème de contrôle optimal

Le problème de contrôle optimal

En donnant un certain niveau maximal d’investissement Imax ,
l’investisseur doit choisir la variable de contrôle u = (q, I ) mesurable sur
[0,T ] avec des valeurs dans U = [0, 1]× [0, Imax ] et sa variable d’état
correspondante, une fonction absolument continue
ξ = (x ,E ,K ) : [0,T ] 7→ R3 solution de l’équation d’état (3), avec
ξ(0) = ξ0.  x ′(t) = ω − (β + q(t))x(t)

E ′(t) = q(t)x(t)K (t)− αE (t)
K ′(t) = I (t)− γK (t)

(3)

L’investisseur optera naturellement pour la stratégie qui lui permettra de
maximiser son rendement :

Max{J(u); u(t) ∈ U, pour p.p. t ∈ [0,T ], ξ(·) solution de (3), ξ(0) = ξ0}
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Le problème de contrôle optimal

Proposition 2

Pour chaque contrôle u ∈ L∞([0,T ],U) et toute condition initiale non
négative ξ0, il existe une solution unique ξ = (x ,E ,K ) de (3) définie sur
[0,T ]. De plus, ces trajectoires sont non négatives, et uniformément
bornées :

0 ≤ x(t) ≤ xmax , 0 ≤ E (t) ≤ Emax , 0 ≤ K (t) ≤ Kmax , ;∀t ∈ [0,T ].

L’existence et l’unicité de la variable d’état ξ = (x ,E ,K ) correspondant à
un contrôle donné u ∈ L∞([0,T ],U) du système (3) sont fournies par la
propriété de Carathéodory des E.D.O.

ξ′ = g(t, ξ) = (ω − (β + q(t))x , q(t)xK − αE , I (t)− K )

avec g mesurable par rapport à t et Lipschitz par rapport à ξ.
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Le problème de contrôle optimal

Proposition 3

Il existe au moins un contrôle optimal u∗ ∈ L∞([0,T ],U) tel que

max
u∈U

J(u) = J(u∗).

Le champ de vecteurs

f (ξ, u) = (ω − (β + q)x , qxK − αE , I − K )

est linéaire par rapport à u et C∞ par rapport à ξ. L’ensemble U est
convexe et compact dans R2 et que lagrangien L est linéaire par rapport
à q et quadratique par rapport à I . Alors le théorème d’existence
classique de Tonnelli s’applique (Clarke [13]).
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Recherche d’une solution optimale

Principe du maximum de Pontryagin

On considère la valeur courante de l’Hamiltonien correspondant

H : R3 × R3 × U → R
(ξ, λ, u) 7→ H(ξ, λ, u) = L(ξ, u)+ < λ, f (ξ, u) > .

Selon une version adéquate de PMP ([18], [16]), si u est un contrôle
optimal et ξ la trajectoire associée, il existe une fonction absolument
continue λ = (λ1, λ2, λ3) (co-état ou état adjoint), telle que

ξ′(t) =
∂H

∂λ
(ξ(t), λ(t), u(t)), (4)

λ′(t) = δλ(t)− ∂H

∂ξ
(ξ(t), λ(t), u(t)), (5)

max
v∈U

H(ξ(t), λ(t), v) = H(ξ(t), λ(t), u(t)), (6)

λ(T ) = 0, (7)
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Recherche d’une solution optimale

H(ξ, λ, u) =
pE − cqx − I (c1 + c2I ) + λ1(ω − (β + q)x) + λ2( qxK − αE) + λ3(I − γK).

Le co-état λ est la solution des équations adjointes suivantes :
λ′1 = λ1(δ + β + q)− λ2qK + cq,
λ′2 = λ2(δ + α)− p,
λ′3 = λ3(δ + γ)− λ2qx ,
λi (T ) = 0; i = 1, 2, 3.

(8)

On obtient directement l’expression explicite de λ2 :

λ2(t) =
p

δ + α
(1− exp((α + δ)(t − T ))) .

De plus, la condition de maximum (6) conduit à une optimisation séparée
pour chaque commande, la première linéaire et la seconde quadratique,
toutes deux sur des ensembles bornés. Ainsi, les expressions de la
commande optimale sont simples.
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Recherche d’une solution optimale

La commande optimale

Le deuxième contrôle I est donné par:

I (t) =


Imax , if λ3(t)−c1

2c2
> Imax ;

0 if λ3(t)− c1 < 0
λ3(t)−c1

2c2
, else.

(9)

On considère la fonction switch φ(t) := ∂H
∂q = ϕ(t)x(t) où

ϕ(t) = −c − λ1(t) + λ2(t)K (t). (10)

Puisque x(t) > 0,∀t > 0, nous pouvons l’assimiler à ϕ. Ainsi le contrôle
optimal q va s’écrire

q(t) =

{
1, whenever ϕ(t) > 0;
0, whenever ϕ(t) < 0. (11)
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Recherche d’une solution optimale

q est un pur bang-bang

Pour montrer que l’existence de contrôle singulier est exclue, supposons
que la fonction switch φ(t) s’annulle sur un certain intervalle [t1, t2]
inclus dans [0,T ], alors il en sera de même pour sa dérivée:

ϕ′(t) = −c(δ + β) + λ2K (α− β − γ)− pK + λ2I ≡ 0

Si on dérive une deuxième fois, le seul terme contenant q est λ2I
′ et

I ′ =
λ′3
2c2

donc − ∂

∂q
ϕ′′ =

xλ2
2

2c2
> 0 pour tout t ∈ [0,T ]. Or la condition

nécessaire d’optimalité de Legendre-Clebsh ([5]) devrait être satisfaite
c.à.d

− (1)n
∂

∂q

(
ϕ(t)(2n)

)
≤ 0, (12)

où n le plus petit nombre tel que ϕ(t)(2n) contenant explicitement la
variable de contrôle q. La condition (12) n’est donc pas satisfaite pour
n = 1 ce qui exclue l’existence d’un contrôle singulier.
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Recherche d’une solution optimale

Temps de switch

Selon les conditions de transversalité ϕ(T ) = −c < 0. Par argument de
continuité, la fonction ϕ doit être négative sur un voisinage de T, soit
]τ,T ]. Cela conduit à q = 0, λ3 = 0, I = 0, et donc λ1 = 0 sur ]τ,T ].
On prend le plus petit τ vérifiant ces conditions. La possibilité de τ = 0
est un cas dégénéré et correspond à un coût d’opportunité trop élevé.
Donc, sans perte de généralité on peut supposer que τ > 0, et alors
ϕ(τ) = 0. De plus, sur cet intervalle final [τ,T ], on montre facilement
que ϕ′(t)) < 0.
Par le même argument de continuité, nous pouvons garantir l’existence
du plus petit temps σ, tel que ϕ est positif sur l’intervalle ]σ, τ [.
Pour des valeurs raisonnables des conditions initiales, on peut s’attendre
à ce que σ > 0, et à ce que ϕ change de signe à σ.
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Recherche d’une solution optimale

Dépendance de σ et de τ par rapport à c et T

Nous avons d’une part λ2(τ)K (τ) = c , et définissons h par
h(T , c , τ) = p

δ+α (1− exp((α + δ)(τ − T )))K (τ)− c , alors

h(T , c , τ) = 0. Notons que
∂h

∂τ
< 0. Le théorème de la fonction implicite

s’applique pour affirmer l’existence d’un voisinage de (T , c), et d’une
fonction implicite τ(.) sur ce voisinage telle que h(T ′, c ′, τ(T ′, c ′)) = 0.
De plus,

∂τ

∂c
= −

∂h

∂c
∂h

∂τ

=
1
∂h

∂τ

< 0.

Par le même argument on montre que
∂τ

∂T
> 0. Ce résultat peut être

interprété comme suit : plus l’horizon final T est grand, plus τ est proche
de T . Ce fait sera également observé dans les simulations numériques.
D’autre part, au premier temps de swich σ on a ϕ < 0 sur ]0, σ[ et ϕ > 0
sur ]σ, τ [. De plus σ sera décroissant par rapport à T et croissant par
rapport à c .
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Recherche d’une solution optimale

Tendances de la commande optimale

Pour obtenir une meilleure description de la solution optimale, et pour
permettre à l’investisseur de prendre des décisions avec plus de précision,
nous avons pu à travers une analyse de la fonction pseudo-switch ϕ
• mettre en évidence un contrôle bang-bang
• garantir l’existence de deux temps de switch σ et τ .
• réaliser une analyse de sensibilité qui confirme la robustesse du

modèle par rapport aux deux paramètres T et c .
• mettre en évidence pour tout horizon fixe T une valeur critique c∗

qui correspond à une multiplicité de solution optimale.
Les simulations numériques qui vont suivre vont confirmer ces tendances.
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simulations numériques

Simulations numériques

Les simulations ont été réalisés avec Matlab avec les conditions initiales
x0 = 5,E0 = 0,K0 = 5 en utilisant les paramètres donnés dans le
tableau1.

Table 1: Valeurs numériques des paramètres

Pramètres Valeur Unité Référence
α 0.10 year−1 Estimé
β 0.25 year−1 Estimé
c1 14 - [6]
c2 11 - [6]
δ 0.04 year−1 [6]
γ 0.03 year−1 [6]
ω 1 102 Ton Estimé
p 1 DH KWh−1 Estimé
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simulations numériques

L’impact de c :

Figure 1: Control policy, when T = 25, c = 0.9.
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simulations numériques

Figure 2: control policy, when T = 25, c = 1.7.
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simulations numériques

L’impact de T :

Figure 3: Control policy, when T = 25, c = 1.
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simulations numériques

Figure 4: control policy, when T = 35, c = 1.
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simulations numériques

Interprétation

• Il est clair que le premier switch augmente avec c , mais que le
second diminue. Par conséquent, la période de traitement décroit
avec c . Alors que l’investissement optimal augmente en fonction de
c , afin d’accroître le capital et d’intensifier la production d’énergie
en un temps plus court.

• Le premier switch diminue avec T , tandis que la seconde augmente
avec T . Par conséquent, la période de traitement s’allonge lorsque
T augmente.
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simulations numériques

Structure de la décision optimale en fonction de (T , c)

Figure 5: Objective function phases in the T-c space.
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simulations numériques

Zone J∗ > 0

La décision optimale est répartie sur trois étapes. La première consiste à
ne pas récupérer les déchets tout en réalisant un investissement maximal.
La deuxième étape consiste à récupérer au ratio maximal et à un
investissement décroissant. La dernière étape est sans aucune
récupération ni investissement.

Figure 6: control policy, when T = 25, c = 1.7.
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simulations numériques

Zone courbe rouge

L’investisseur est devant deux décisions: investir dans l’activité avec un
profit nul ou ne pas investir dans l’activité.

Figure 7: Bang-Bang control, when T = 25, c = 2.42.
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simulations numériques

Zone J∗ = 0

La décision optimale est alors une politique de contrôle zéro. Les raisons
peuvent être que les coûts sont assez importants ou que l’horizon
temporel fixé pour l’activité n’est pas assez grand pour mener une
activité rentable.

Figure 8: Zero control, when T = 25, c = 3.
Noha El Khattabi
Laboratoire d’Analyse Mathématique et Applications(LAMA) Equipe ANLIMAD Faculté Des Sciences, Université Mohammed V de Rabat, Maroc
Cours 7: Modélisation mathématique de la gestion des ressources naturelles: "Valorisation énergétique des déchets ménagers" 40 / 75



Introduction Un modèle bio-economique Un modèle biologique bibliography

Conclusion

1 Introduction

2 Un modèle bio-economique
Description du modèle
Analyse dynamique
Le problème de contrôle optimal
Recherche d’une solution optimale
simulations numériques
Conclusion

3 Un modèle biologique

Noha El Khattabi
Laboratoire d’Analyse Mathématique et Applications(LAMA) Equipe ANLIMAD Faculté Des Sciences, Université Mohammed V de Rabat, Maroc
Cours 7: Modélisation mathématique de la gestion des ressources naturelles: "Valorisation énergétique des déchets ménagers" 41 / 75



Introduction Un modèle bio-economique Un modèle biologique bibliography

Conclusion

Pour conclure

Plusieurs auteurs ont utilisé la théorie du contrôle optimal pour une
meilleure compréhension des processus biotechnologiques qui permettent
de maximiser la production de biogaz. Cependant, l’aspect
bioéconomique n’a pas bénéficié d’une littérature importante. Notre
modèle a été inspiré d’un exercice de modélisation de Colin Clark et John
Conrad ([3]) sur la gestion de l’environnement. La dynamique décrite se
base sur des modèles économiques classiques très simples, et peut être
sujet à plusieurs possibilité de généralisation et de développement. On
pourrait par exemple revoir la fonction de production, penser une
dynamique où la quantité traitée dépend aussi du capital ....
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Modèle de digestion anaérobie

Objectif du modèle

Nous présenterons un modèle mathématique qui décrit le processus de
digestion anaérobie avec des biomasses acidogènes et méthanogènes qui
se nourrissent du substrats générés par les déchets selon les différentes
étapes de leur décomposition. Dans un contexte de production d’énergie
renouvelable et de réduction des émissions de gaz à effet de serre, nous
nous intéressons ici à la quantité de biogaz produite par le processus de
décomposition de la matière organique dans des conditions anaérobies
dans une décharge contrôlée.

[1] I. Ahlamine, A. Alla, N. El Khattabi, Mathematical modelling of the
anaerobic digestion process with acidogenic and methanogenic
biomasses. Submitted.
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Le modèle de production de biogaz

(S1)



S ′s = −khSs

S ′dc = khSs − 1
ya
µa(Sdc )Xa

X ′a = (µa(Sdc )− da)Xa

S ′ac = yac
(

1−ya
ya

µa(Sdc ) + da
)
Xa

− 1
ym
µm(Sac )Xm

X ′m = (µm(Sac )− dm)Xm

(S2)


CH′4 = yCH4

(
1−ym
ym

µm(Sac ) + dm
)
Xm

CO′2 = (1− yac )
(

1−ya
ya

µa(Sdc ) + da
)
Xa

+(1− yCH4)
(

1−ym
ym

µm(Sac ) + dm
)
Xm
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Fonctions de croissance Monod vs Haldane

Les fonctions de croissance sont de classe C 1 bornées, positives et nulles
en zéro:
• Loi de Monod

µa(Sdc) =
µmax
a Sdc

Kd + Sdc
, µm(Sac) =

µmax
m Sac

Ka + Sac
, ∀Sdc ,Sac ∈ R+.

• Loi d’Haldane

µa(Sdc) =
µmax
a Sdc

Kd + Sdc +
S2
dc

Kid

, µm(Sac) =
µmax
m Sac

Ka + Sac +
S2
ac

Kia

, ∀Sdc ,Sac ∈ R+.
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Les paramètres

Ya : taux de conversion du carbone dissous en biomasse acidogène.
ym : taux de conversion du carbone acétate en biomasse méthanogène,
yac : taux de conversion du carbone acétate,
yCH4 : rendement de la conversion en méthane.
Kd : constante de demi-saturation du substrat carboné dissous (g/m3).
Ka : constante de demi-saturation du substrat carboné acétate (g/m3).
Kid : Constante d’inhibition du substrat carboné dissous (g/m3).
Kia : constante d’inhibition du substrat carboné acétate (g/m3).
kh : constante d’hydrolyse du composant solide(jour−1),
da : taux de mortalité de la biomasse acidogène (jour−1),
dm : taux de mortalité de la biomasse méthanogène (jour−1),
µmax
a : taux de croissance maximal de la biomasse acidogène (jour−1),
µmax
m : taux de croissance maximal de la biomasse méthanogène (jour−1).
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Hypothèses

H1. Les rendements substrat-bactérie sont strictement positifs et :

ya, ym, yac , yCH4 ∈]0, 1].

H2. Les constantes de demi-saturation sont positives :

Kd ,Ka ≥ 0.

H3. La constante d’hydrolyse est strictement positive :

kh > 0.

H4. Les taux de mortalité de la biomasse sont strictement positifs et
inférieurs aux taux de croissance maximum :

0 < da < µmax
a , 0 < dm < µmax

m .
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Valeurs numériques des paramètres et des conditions initiales

Nous nous interesserons au cas Haldane.
Les valeurs des paramètres utilisés dans nos simulations numériques sont
tirées de ([7]) et présentées dans les tableaux suivants :

Table 1: valeurs des paramètres

µmax
a Kd da µmax

m Ka dm kh yac yCH4 Kid Kia

0, 5 50 0, 05 0, 25 600 0, 03 0, 02 0, 7 0, 8 100 50

Table 2: Conditions initiales

S0
s S0

dc X 0
a S0

ac X 0
m

400 50 15 10 1, 5
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Notations

Dans la suite on notera par:

ξdc = {s ∈ R+;µa(s) ≤ da} et ξac = {s ∈ R+;µm(s) ≤ dm}.

Par un calcul simple, on a

ξdc = [0, λ−a ] ∪ [λ+a ,+∞[ avec λ±a =
µmax
a − da ±

√
∆a

2da/Kid
, (13)

and

ξac = [0, λ−m] ∪ [λ+m,+∞[ avec λ±m =
µmax
m − dm ±

√
∆m

2dm/Kia
, (14)

où

∆a = (µmax
a − da)2 − 4

Kd

Kid
d2
a and ∆m = (µmax

m − dm)2 − 4
Ka

Kia
d2
m.
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Comportement asymptotique
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Comportement asymptotique

Positivité, Bornitude et Convergence des trajectoires

L’existence et l’unicité d’une solution issue d’une valeur initiale donnée
est guarantie par le théorème de Cauchy-Lipshitz..

Proposition 4

Sous les hypothèses (H1− H4), pour toute valeur initiale positive
(S0

s ,S
0
dc ,X

0
a ,S

0
ac ,X

0
m,CH

0
4 ,CO

0
2 ), la solution

(Ss ,Sdc ,Xa,Sac ,Xm,CH4,CO2) du système (S1)− (S2) est non-negative
et bornée.

Bornitude: il suffit de remarquer que notre système est fermé:

S ′s + S ′dc + X ′a + S ′ac + X ′m + CH ′4 + CO ′2 = 0.

Positivité: utiliser la linéarité par rapport à certaines variables et/ou le
théorème de comparaison des E.D.
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Comportement asymptotique

Proposition 5

Sous les hypothèses (H1− H4), pour toute condition initiale non-
négative (S0

s ,S
0
dc ,X

0
a ,S

0
ac ,X

0
m), on a:

1) lim
t→+∞

Ss(t) = 0, lim
t→+∞

Xa(t) = 0, lim
t→+∞

Xm(t) = 0.

2) Il existe deux réels positifs S∗dc et S∗ac , qui vérifient:

lim
t→+∞

Sdc(t) = S∗dc , lim
t→+∞

Sac(t) = S∗ac .

On a: lim
t→+∞

Ss(t) = lim
t→+∞

S0
s e
−kht = 0. Par ailleurs, la fonction définie

par V1(t) = Ss(t) + 1
ya
Xa(t) + Sdc(t) est décroissante et minorée par 0

donc convergente lim
t→+∞

V1(t) = l1 <∞. De plus V
′′

1 est bornée d’où

par le lemne de Barbalat ([9]), V
′

1 est uniformément continue et
lim

t→+∞
V

′

1(t) = 0. D’où lim
t→+∞

Xa(t) = 0 et lim
t→+∞

Sdc(t) = S∗dc = l1.

On montre de même en utilisant la fonction:
V2(t) = Sac(t) + 1

ym
Xm(t) + yac (Ss(t) + Xa(t) + Sdc(t)) que

lim
t→+∞

Xm(t) = 0, et lim
t→+∞

Sac(t) = S∗ac ,
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Comportement asymptotique

Trajectoires du système avec CH0
4 = CO0

2 = 0
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A la recherche d’un attracteur

A la recherche d’un attracteur

Proposition 6

Sous les hypothèses (H1− H4), pour toute condition initiale non-
négative (S0

s ,S
0
dc ,X

0
a ,S

0
ac ,X

0
m), la solution de (S1) converge

asymptotiquement vers un équilibre (0,S∗dc , 0,S
∗
ac , 0) où S∗dc et S∗ac

appartiennent respectivement aux ensembles ξdc and ξac , définis par
ξdc = {s ∈ R+;µa(s) ≤ da} et ξac = {s ∈ R+;µm(s) ≤ dm}

Supposons que S∗dc n’appartient pas à ξdc . Par continuité on a:
∀ε > 0,∃T ≥ 0,∀t > T : −ε < µa(Sdc(t))− µa(S∗dc) < ε.

On choisit ε =
µa(S∗dc)− da

2
> 0,

µa(Saq(t))− da = µa(Saq(t)) + 2ε− µa(S∗aq) > ε

d’où
dXa

dt
(t) > εXa(t), ∀t > T . Si on intègre de s à t, avec T < s < t,

nous obtenons Xa(t) > Xa(s)eε(t−s), ∀t > T . Ce qui contredit le fait que
Xa est borné.
On montre de la même manière que S∗ac appartient à ξac .
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A la recherche d’un attracteur

Trajectoires Sdc pour différentes valeurs initiales S0
s
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A la recherche d’un attracteur

Trajectoires Sac pour différentes valeurs initiales S0
s
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A la recherche d’un attracteur

Recherche d’un attracteur

Proposition 7

Sous les hypothèses (H1− H4), pour chaque vecteur d’équilibre
E = (0,S∗dc , 0,S

∗
ac , 0) avec S∗dc ∈ ξdc et S∗ac ∈ ξac , il existe une variété

invariante M de dimension trois dans R5
+ telle que toute solution de (S1)

avec une condition intiale dans M converge asymptotiquement vers E .

Pour montrer l’existence de la variété invariante de dimension trois, nous
procédons à un changement de variable adéquat qui nous permet de
construire un système equivalent à (S1) sur un domaine invariant D
donné, et qui est hyperbolique avec zéro comme unique valeur propre.
On applique alors à ce système la théorème de variété stable pour
déterminer l’existence de M.
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Corollaire

Sous les hypothèses (H1− H4), l’ensemble

{0} × ξdc × {0} × ξac × {0}

est un attracteur du sytème (S1).
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A la recherche d’un attracteur

Trajectoires 3D-Ss , Sdc et Sac
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Quantité de biogaz produit

Proposition 7

Sous les hypothèses(H1−H4), pour toute condition initiale non- négative
(S0

s ,S
0
dc ,X

0
a ,S

0
ac ,X

0
m,CH

0
4 ,CO

0
2 ), la solution de (S2) verifies:

lim
t→+∞

CH4(t) = CH0
4 + yCH4(α− S∗ac − yacS

∗
dc)

lim
t→+∞

CO2(t) = CO0
2 + β − αyCH4 + (yac .yCH4 − 1)S∗dc + (yCH4 − 1)S∗ac

avec

α = yac(S0
s + S0

dc + X 0
a ) + S0

ac + X 0
m, β = S0

s + S0
dc + X 0

a + S0
ac + X 0

m.
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Quantité de biogaz produit

Production de biogaz

En fonction de la valeur intiale S0
s .

Noha El Khattabi
Laboratoire d’Analyse Mathématique et Applications(LAMA) Equipe ANLIMAD Faculté Des Sciences, Université Mohammed V de Rabat, Maroc
Cours 7: Modélisation mathématique de la gestion des ressources naturelles: "Valorisation énergétique des déchets ménagers" 65 / 75



Introduction Un modèle bio-economique Un modèle biologique bibliography

Quantité de biogaz produit

Production de biogaz en fonction des taux de mortalité

En fonction de da, bleu S0
s < 3300. En fonction de dm, bleu S0

s < 3300.
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Conclusion et perspectives

Conclusion et perspectives

• Les tests numériques confirment les résultats de l’analyse.
• La production de biogaz est impacté par le taux de mortalité.
• La production de biogaz présente un point de discontinuité à partir

duquel elle décroît fortement en fonction du stock initial.

∗ Contrôler le stock initial de manière à ne pas dépasser la valeur de
discontinuité.

∗ Prendre en compte la spatialisation des variables du modèle, et
passer à un problème aux équations aux dérivées partielles.
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