
Retour sur l’épidémiologie



Plusieurs sites

Coefficients dépendants du temps

Deux sites + coefficients périodiques



Rappel sur SIR (pour fixer les idées)
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i = 1,2

Le modèle  SIR standard

Les articles KSBGSH Deux sites

 +  Migration

β1(t) = β2(t) γ1(t) = γ2(t)
Même politique sanitaire sur chaque site

β1(t + φ) = β2(t) γ1(t + φ) = γ2(t)
Mais déphasée



Paramètres hors mesures sanitaires

β−
i = 0.1988

γ−
i = 0.098

μ−
i = 0.002

Paramètres avec mesures sanitaires

β+
i = 0.0288

γ+
i = 0.128

μ+
i = 0.002

Site n°1

Site n°2

[0 ,
T
2 ] [ T

2
, T]

+ −
− +

Ii(0) = 0.001
Si(0) = 0.999
1 = 106 individus

Ce sont les paramètres de Holt et al.



Site n°1

Site n°2

[0 ,
T
2 ] [ T

2
, T]

+ −
− +

Paramètres à explorer : T et m

Site 1 = vertueux : 
confine tout de suite

Site 2 = laxiste : 
tarde à confiner



Les articles KSBGSH



Même modèle 
simulé par moi



Parenthèse sur le chémostat



Le chémostat



Le chémostat



m = 0 m = 10−4

m = 10−3 m = 10−2

m = 10−1 m = 1

m = 10

Le chémostat



Fin parenthèse



m = 0

T = 100

Seuil à ne pas dépasser

Politique tardive sur 1 : passe de justesse

Vers l’éradication sur 2

Modèle diffusion



m = 0 m = 0.05

T = 100

La migration menace le site vertueux

Modèle diffusion



m = 0 m = 0.05

T = 100

m = 0.005

Contrôle des frontières

Modèle diffusion



m = 0 m = 0.05

T = 100

m = 0.005

Contrôle des frontières

Modèle diffusion



m = 0 m = 0.05

T = 100

m = 0.005 m = 0.5

’’Brassage des deux populations’’

Modèle diffusion



Le Modèle-(±1)

Le Modèle-(±1)



dI2

dt
= r2(t)I2 + m(I1 − I2)

Au démarrage de l’épidémie

Si ≈ 1 dI1

dt
= (1 × β1 − γ1 − μ1)I1 + m(I2 − I1)

dI1

dt
= r1(t)I1 + m(I2 − I1)

Système linéaire en dimension 2
Analyse (presque) triviale

dI2

dt
= (1 × β2 − γ2 − μ2)I2 + m(I1 − I2)
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Work in progress….



Le modèle le plus simple qui contient les caractéristiques essentielles de l’inflation

Le Modèle-(±1)



Une remarque (importante) de G. Katriel

dx2

dt
= r2(t)x2 + m(x1 − x2)

dx
dt

= r(t)x x(T ) = x(0) exp (∫
T

0
r(s)ds)

dx1

dt
= r1(t)x1 + m(x2 − x1) d(x1 + x2)

dt
≤ max(r1(t), r2(t))(x1 + x2)
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Le modèle (±1)

T 2T

1 − ε

−1 − ε

+1

−1

(2n − 1)T 2nT

r1(t)

r2(t)



Les seconds membres discontinus ne posent pas de problèmes

Systèmes commutés



The (±1)model

Système périodique de périodes 2T 

Considéré comme …..

Forçage périodique constant par morceaux



…. le système commuté 

sur [0,T[

commute

sur [T,2T[

commute

sur [2T,3T[

etc…

Une façon d’introduite les PDMP 

Forçage périodique constant par morceaux



sur [0,T[

commute

sur [T,2T[

commute

sur [2T,3T[

….les durées successives ne sont pas constantes, mais des v.a. indépendantes

T1

T2

T3

Piecewise Deterministic Darkov Drocesses

etc…

T1, T2, ⋯, Tn, ⋯ P(T < x) =
1
λ ∫

x

0
e−λtdt E[T ] = λ



sur [0,T[

commute

sur [T,2T[

commute

sur [2T,3T[

….les durées successives ne sont pas constantes, mais des v.a. indépendantes

T1

T2

T3

Piecewise Deterministic Markov Drocesses

etc…

T1, T2, ⋯, Tn, ⋯ P(T < x) =
1
λ ∫

x

0
e−λtdt E[T ] = λ

λ = 10



The (±1)model

λ1(ϵ, m, T )
λ2(ϵ, m, T )

v.p. de⏟

Forçage périodique constant par morceaux



?

calculer les V. P.

Calculer le produit

et calculer les v.p.

Forçage périodique constant par morceaux

En principe on peut résoudre à la main 



?

pas particulièrement éclairant

Forçage périodique constant par morceaux

Maple calcule



On demande à Maple le graphe de l’exposant de Liapunov

(m, T ) ↦
ln(λ1(ε, m, T ))

2T
= Δ(ε, m, T )

 puisque

lim
t→∞

1
t

ln(x1(t)) = lim
t→∞

1
t

ln(x2(t)) = Δ(ε, m, T )

Forçage périodique constant par morceaux



Δ(0.1,m, T )

m

T

On dit qu’il y a inflation si  : 
Δ(ε, m, T) > 0

Forçage périodique constant par morceaux

DIG



Grands T ==> Forte sensibilité à m

 m grand ==> pas d’inflation

Petit 
T ==> pas d

’in
flatio

n

⏟
⏟ m = 0  ==> pas d’inflation⏟

Δ(0.1,m, T )

Forçage périodique constant par morceaux



m
T = 1, 3, 5, 10

Δ(0.1,m, T )

Forçage périodique constant par morceaux



 . m = 0 ==> pas d’inflation

Trivial :Les deux sites décroissent indépendamment

x1(2T ) = exp((T(−1 − ε))exp(T(1 − ε))x1(0) = exp(−2Tε)x1(0)

x2(2T ) = exp((T(−1 − ε))exp(T(1 − ε))x2(0) = exp(−2Tε)x2(0)

ln(λ1(ε, m, T ))
2T

= − ε⏟⟹

Forçage périodique constant par morceaux



sur [0,T[

commute

sur [T,2T[

Σ+ + Σ−

2

dx1

dt
= − (ε + m)x1 + mx2

dx2

dt
= mx1 − (ε + m)x2

⏟
λ1(ε, m, T )

2T
= − ε⟹

 . T petit  ==> pas d’inflation
Presque trivial: voir la figure: 

f

g

f + g
2En général Quand T —> 0  

les solutions du commuté 
 convergent vers la solution  

de la 1/2 somme

Moyennisation

Dans notre cas

Forçage périodique constant par morceaux



 . m —>               ==> pas d’inflation+∞
Intuitivement

Forçage périodique constant par morceaux

Théorème de Tychonov

dx1

dt
= f(x1, x2) + m(x2 − x1)

dx2

dt
= g(x1, x2) + m(x1 − x2)

u = (x1 + x2)/2

v = (x1 − x2)/2

x1 = (u + v)

x2 = (u − v)

du
dt

=
1
2

( f(u, v) + g(u, v))

dv
dt

= ( f − g)/2 − mv

mi . g . ⟹ v ≈ 0



m

T

Inflation

On a expliqué ce qui se passe au bord avec des arguments généraux, non basés sur la forme 
explicite du modèle (±1)


?

Forçage périodique constant par morceaux



m

T

Inflation

Reste à expliquer  l’inflation et pourquoi c’est un phénomène brutal.

Periodic piecewise constant forcing

m*(T ) ∼ exp(−T )

m*(T ) Seuil de l’inflation

lim
T→+∞

m*(T )exp(T ) = l ?

Forçage périodique constant par morceaux



Se démontre par un calcul sur la formule explicite :  

…fait ici

avec et

Forçage périodique constant par morceaux



(72)

(73)

-

Periodic piecewise constant forcing



(72)

(73)

-

La suite donnera une présentation plus conceptuelle

Forçage périodique constant par morceaux



Nouvelles variables Forçage périodique constant par morceaux



Δ(ε, mT ) = lim
t→∞

1
t

U(t) = lim
t→∞

1
t

ln(x1(t)) + lim
t→∞

1
t

ln(x2(t)) = 2Δ(ε, mT )

U = ln(x1 ⋅ x2)
V = ln(x1/x2)

Forçage périodique constant par morceauxNouvelles variables



Periodic piecewise constant forcing

Δ(ε, mT ) = lim
t→∞

1
t

U(t) = lim
t→∞

1
t

ln(x1(t)) + lim
t→∞

1
t

ln(x2(t)) = 2Δ(ε, mT )

système commuté 1D 

Simple quadrature

Nouvelles variables Forçage périodique constant par morceaux



Δ(ε, mT ) = lim
t→∞

1
t

U(t) = lim
t→∞

1
t

ln(x1(t)) + lim
t→∞

1
t

ln(x2(t)) = 2Δ(ε, mT )

1D switching system

Just an integration

Nouvelles variables Forçage périodique constant par morceaux

Système 1D

Quadrature



1D switching system

G.A.S

G.A.S

VV+
mV−

m

Theorem : F(m,T) a une solution périodique unique .

F+1
m

F−1
m

Nouvelles variables

Preuve 

Forçage périodique constant par morceaux

Système commuté 1D



Nouvelles variables

u(t) périodique ==> Vp(t) est une unique solution périodique G.A.S

P(V0) = V(T, V0) est croissante, telle que $P’ < 1$

M

−M

u(t)
(M, M)

(−M, − M)

V

P(V )

Δ(ε, mT ) = ∫
T

0
2(m cosh(Vp(t)) − m − ε)dt

Forçage périodique constant par morceaux



T = 2 T = 10
V−

m

V+
m

P−
m,T ≈ V−

m

P+
m,T ≈ V+

m

P−
m,T

P+
m,T

V+
m

V−
m

P+
m

P−
m

t

t t

Forçage périodique constant par morceaux



U U

V V

A+
ε,mA+

ε,m

A−
ε,m A−

ε,m

V+
m V+

m

V−
mV−

m

T = 2 T = 10
V−

m

V+
m

P−
m,T ≈ V−

m

P+
m,T ≈ V+

m

P−
m,T

P+
m,T

A±
ε,m = arccosh (1 −

ε
m )

m <
1 − ε2

2ε
⟹ [A−, A+] ⊂ [V−, V+]

Forçage périodique constant par morceaux



U U

V V

A+
ε,mA+

ε,m

A−
ε,m A−

ε,m

V+
m V+

m

V−
mV−

m

T = 2 T = 10
V−

m

V+
m

P−
m,T ≈ V−

m

P+
m,T ≈ V+

m

P−
m,T

P+
m,T

A±
ε,m = arccosh (1 −

ε
m )

m <
1 − ε2

2ε
⟹ [A−, A+] ⊂ [V−, V+]

Forçage périodique constant par morceaux



Δ(ε, m, T ) = lim
t→∞

U(t)
t

= ∫
2T

0
2(m cosh(Vp(t) − m − ε)dt

Δ(ε, m, T*(m)) = 0

Periodic piecewise constant forcing

⟹
T ↦ Δ(ε, m, T )

−ε

> 0

m <
1 − ε2

2ε
⟹ [A−, A+] ⊂ [V−, V+] ⟹

2

Forçage périodique constant par morceaux

C’est un résultat que Katriel démontre de façon générale pour n sites



Δ(ε, m, T ) = lim
t→∞

U(t)
t

= ∫
2T

0
2(m cosh(Vp(t) − m − ε)dt

T

Δ

m = 0.001
m = 0.01
m = 0.1

m = 1

Δ(ε, m, T*(m)) = 0

m est de l’ordre de exp(-T)

⟹
T ↦ Δ(ε, m, T )

−ε

> 0

m <
1 − ε2

2ε
⟹ [A−, A+] ⊂ [V−, V+] ⟹

Forçage périodique constant par morceaux



Forçage aléatoire 
P.D.M.P. 

Piecewise Deterministic Markov Processes 



Les PDMP ont été introduits par :

Entre autres applications à la dynamique des populations:

Forçage aléatoire



Forçage aléatoire

V+
m

V

U

V−
m

a1

a2

a3

a4

a5

a6

a7

I+

I−

Piecewise Deterministic Markov Processes  (PDMP) :

 Des variables aléatoires indépendantes                            suivant une loi exponentielleT1, T2, ⋯, Tn, ⋯
Définissent un processus de Markov Ut, Vt



V+
m

V

U

V−
m

a1

a2

a3

a4

a5

a6

a7

I+

I−

V V

UU

σ− = σ+ = 5 σ− = σ+ = 0.2T = 5T = 0.2

Forçage aléatoire



Ti ∼ ℰ(μ) ⟺ P(Ti ≤ x) =
1
μ ∫

x

0
e−μsds E(Ti) =

1
μ

Ti ∼ ℰ(
1
T

) ⟺ P(Ti ≤ x) = T∫
x

0
e− 1

T sds E(Ti) = T

’’Périodique en moyenne T’’



lim
t→+∞

∫ t
0

Φ(Vt)

t
= ∫[V−

m,V+
m]

ϕ(s) dμ(s) a . s .

Δ(ε, m, T ) = lim
t→∞

Ut

t
=

1
t ∫

t

0
2(m cosh(Vt) − m − ε)dt = ∫[V−

m,V+
m]

2(m cosh(s) − m − ε)dμ(s)

Δ(ε, m, T ) =
1
t ∫

t

0
2(m cosh(Vt) − m − ε)dt = ∫[V−

m,V+
m]

2(m cosh(s) − m − ε)dμ(s)

⟹
formules explicites pour 

Δ(ε, m, T )⟹

étude asymptotique

Le processus      a une unique probabilité stationnaire      définie sur              qui est 

qui est calculable explicitement telle que pour toute fonction, p. s. 

Vt [V−
m, V+

m]μ
Φ

Forçage aléatoire
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Ut

t
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1
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t

0
2(m cosh(Vt) − m − ε)dt = ∫[V−

m,V+
m]

2(m cosh(s) − m − ε)dμ(s)

Δ(ε, m, T ) =
1
t ∫

t

0
2(m cosh(Vt) − m − ε)dt = ∫[V−

m,V+
m]
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Le processus      a une unique probabilité stationnaire      définie sur              qui est 

qui est calculable explicitement telle que pour toute fonction, p. s. 

Vt [V−
m, V+

m]μ
Φ

Forçage aléatoire

Δ(ε, m, T ) = lim
t→∞

U(t)
t

= ∫
2T

0
2(m cosh(Vp(t) − m − ε)dt

Cas déterministe

formules explicites pour 

étude asymptotique



Theorem

Existence de l’inflation pour T grand

mais pour m ni trop grand ni trop petit

On retrouve la même conclusion que dans le cas déterministe

Forçage aléatoire

Pour tout m

Pour tout m

en particulier

Pour tout T



Extensions



Le modèle (+a-b)

t

a

−b
Déphasage partiel

T

Opposition de phase

t

a

−b
T
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Retour sur l’introduction

Même modèle 
simulé par nous



Le secret 



Globalement neutre

Site 
n°1 

source

Site 
n°2 

Puits

Site 
n°1 

Puits

Site 
n°2 

Source

Site 
n°1 

source

Site 
n°2 

Puits

Site 
n°1 

Puits

Site 
n°2 

Source

x1(n + 1) = [ f(x1(n), x2(n))](1 − d)

x2(n + 1) = [ f(x1(n), x2(n))]d

dx1

dt
= f(x1, x2) + m(x2 − x1)

dx2

dt
= f(x1, x2) + m(x1 − x2)

d ou m d ou m d ou m

d ∈ [0,1] m ∈ [0, + ∞)



Globalement puits

Site 
n°1 

source

Site 
n°2 

Puits

Site 
n°1 

Puits

Site 
n°2 

Source

Site 
n°1 

source

Site 
n°2 

Puits

Site 
n°1 

Puits

Site 
n°2 

Source

x1(n + 1) = [ f(x1(n), x2(n))](1 − d)

x2(n + 1) = [ f(x1(n), x2(n))]d

dx1

dt
= f(x1, x2) + m(x2 − x1)

dx2

dt
= f(x1, x2) + m(x1 − x2)

d ou m d ou m d ou m

d ∈ [0,1] m ∈ [0, + ∞)



Site n°1 
source

Site n°2 
neutre

dx1

dt
= (r − m)x1, r > 0

0 T

mx1dt

Site n°1 
source

Site n°2 
neutre

dx1

dt
= rx1, r > 0 x1(T ) = x1(0)erT

0 T

dx1(T−)

dx1(T+)



Site n°1 
source

Site n°2 
neutre

0 T

Site n°1 
Neutre

Site n°2 
Source

2T

x1(t) = x1(0)e(r−m)t

x2(T ) = ∫
T

0
mx1(0)e(r−m)tdt

x2(T ) =
m

r − m (e(r−m)T − 1)

x1(T ) = x1(0)ert(1 − d)
x2(T ) = x1(0)ertd

T

La disperstion ne change pas 
La population totale



x2(T ) =
m

r − m (e(r−m)T − 1)



m
T = 1, 3, 5, 10

Δ(0.1,m, T )

Forçage périodique constant par morceaux














